Notwendige Datenbankabfragen zum
statistischen Schlieffen mit raumlich und zeitlich
korrelierten Daten

Karl Gerald van den Boogaart*

5. Marz 2003

Zusammenfassung

Die in Umweltdatenbanken und Geoinformationsystemen gespeicherten
Daten représentieren tatséchliche Vorgéinge in Raum und Zeit, die in kom-
plizierten Wechselwirkungen untereinander stehen. Typischerweise weisen
Mefiwerte von benachbarten Orten dhnliche Mefiwerte auf und nahe gele-
gene Gebiete werden durch die gleichen Ursachen beeinflufit. Daher kénnen
diese Informationen nicht als stochastisch unabhéngige Realisationen von
Zufallsvariablen angesehen werden, was aber die zentrale Voraussetzung
zur Anwendung der klassischen Statistischen Methoden ist. Dabei sind die
Abhéngigkeit sind gewohnlich stirker je ndher sich zwei Dinge rdumlich
oder zeitlich sind und verschwindet fiir grofle Distanz gewohnlich ganz.

Im Beitrag werden grundlegende Methoden aufgezeigt, um statistische
Verfahren auch auf stochastisch abhéngige Daten iibertragen zu kénnen.
Dabei wird die spezielle Struktur der rdumlichen und zeitlichen Abhéngig-
keit ausgenutzt. Die zentrale Rolle spielt dabei eine neue Methode Bestim-
mung der Schétzgenauigkeit von Mittelwerten rdumlich korrelierter Da-
ten. Mittels dieses Ansatzes lassen sich klassische statistische Verfahren,
wie Varianzanalyse und Regression auf rdumlich und zeitlich stochastisch
abhingige Zufallsvariablen iibertrage und somit auf Umweltinformationen
anwenden.

Im Zusammenhang mit der Anwendung dieser Verfahren auf Umwelt-
datenbanken und Geoinformationssystemen erweist sich allerdings, dafl die
Schétzformeln fiir die Varianz im Falle unabhéngiger Beobachtungen zwar
in SQL fest implementiert ist, die neue Formel allerdings eine Summe iiber
Produkte vieler Datenpaare benétigt und somit im Prinzip n? Zeit benoti-
gen wiirde. Ein geschicktes umorganisieren der Formel konnte allerdings
zusammen mit geeigneten Abfragemdoglichkeiten, die in einer rdumliche
Datenbank implementiert sein sollten, genutzt werden um das Verfahren
mit wenige schnellen Datenbankabfragen durchfithren zu kénnen.
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1 Raumliche Abhingigkeit

Die in Umweltdatenbanken und Geoinformationssystemen gespeicherten Daten
beschreiben physikalische Phdnomen im Raum, deren physikalischen Wechsel-
wirkungen sich nicht an die durch das Datenmodell vorgegebene Grenzen halten,
sondern durch gemeinsame Ursachen und gegenseitige Beeinflussung miteinander
interagieren. Dadurch wird die Voraussetzung der stochastischen Unabhéngigkeit,
die als Generalvoraussetzung der Statistik gesehen werden kann, verletzt. Dabei
gilt der Erfahrungsgrundsatz, dal rdumlich nahe benachbart liegende Objekte
aufweisen, als weiter entfernt liegende Objekte. Dieser Zusammenhang wird in
der Geostatistik oft iiber das sogenannte Semivariogramm v oder die Korrelati-
onsfunktion quantifiziert|Cressie 1993].

v(x,y) = ;E[(Z(x)—Z(y))Z] Semivariogramm (1)
c(x,y) = cov(Z(x),Z(y)) Kovarianzfunktion (2)

Wobei Z(x) die Zufallsgroie des am Ort x gemessenen Wertes, E[] den Erwar-
tungswert einer Zufallsgroffe und cov die Kovarianz zweier Zufallsgrofien bezeich-
net. Zwischen diesen beiden Funktionen gilt die Beziehung:
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Die rdumliche Abhéngigkeit driickt sich darin, dafl die Kovarianz nahen, aber
verschiedenen Orten gemessener Z-Werte nicht 0 ist oder gleichbedeutend darin,
dafl das Semivariogramm ~(x,y) fiir nahe Orte mbz,y kleinere Werte (damit
erwartete quadratische Unterschiede) aufweifit, als fiir Orte mit groem Abstand.

AuBerdem sind die Streuungen, der an verschiedenen Stellen im Raum oft
unter unterschiedlichen Bedingungen entstehenden Werte, in vielen Féllen nicht
konstant sondern von Ort zu Ort unterschiedlich. Das wiederspricht der in der
Statistik oft angewendeten Annahmen der identischen Verteilung. Wir miissen
also alle statistischen Verfahren in deren Annahme die ,,unabhéngige identische
Verteilung“vorkommt auf ihre Giiltigkeit im Zusammenhang mit Umweltdaten
iiberpriifen.

Insbesondere die rdumliche Abhéngigkeit, aber auch die nicht gleichméfi-
ge Varianz, haben starke Auswirkungen auf statistische Schliisse aus rdaumlich
abhéngigen Daten. Dies soll im Beispiel an einer fiktiven Problemstellung erlautert
werden, in der Anderung der Belastung cines Gebiets mit einem Luftschadstoff
(z.B Schwefeldioxid) tiberpriift, der an mehreren Stellen des Gebiets regelméBig
gemessen wird. Ahnliche Probleme treten aber mit praktisch allen raumlich er-
faBBten Daten auf. Wir nehmen also an, wir verfiigen fiir den Zeitraum von zwei
Sommern (2002,2003) iiber tégliche Messungen Z(x;, j,t), i = 1,...,32 (Mefista-
tionen), j = 2002,2003 (Jahre),t = 210,...,315 (Sommertage) des Luftschad-
stoffes. Unsere Aufgabe ist nun festzustellen, ob sich die Schwefeldioxidkonzen-
tration von einem Sommer zum néchsten im Durchschnitt gedindert hat und wenn
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ja in welche Richtung. Ein iibliches stochastisches Modell wiirde nun annehmen,
dafl der Mittelwert der Messungen von der Mefstation und dem Tag des Jahres
abhéngt, so dafl unsere Fragestellung im wesentlichen auf darauf hinauslauft zu
iiberpriifen, ob die Werte an der gleichen Station am gleichen Tag des néchsten
Jahres im Schnitt angewachsen sind, gefallen sind oder ob kein Unterschied nach-
weisbar ist. Geht man nun von der unrealistischen Annahme aus, dal abgesehen
von dieser Mittelwertsabhingigkeit die Messungen stochastisch unabhéngig sind
so wird diese Frage von einem klassischen Wilcoxon-Vorzeichen-Rank-Test bzw.
unter Annahme gleicher Streuung und Normalverteilung von einem gepaarten
t-Test fiir die gepaarten Datensétze Z(x;,2002,t) und Z(x;,2002,t) beantwortet
(s. z.B. [Rinne 1997]).

Die zur Berechnung der Tests notigen Statistiken in einer relationalen Da-
tenbank zu berechnen ist nicht gerade trivial, aber dennoch effizient machbar.
Wir machen das am Beispiel des einfacheren t-Tests, der auf der sogenannten
t-Statistik aufbaut:

Zp
=
n~ Zp
Zp(xi,t) = Z(x4,2003,t) — Z(x;,2002, ¢)
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Die t-Statistik ist also der Quotient aus dem Mittelwert der Anderungen geteilt
durch seine geschétzte Varianz. Sind diese Datensétze in einer relationalen Da-
tenbank gespeichert, so geniigt es durch die durch jahr=2002 und jahr=2003 de-
finierte Selektionen, iiber Station und Tag mit einem inneren Join zu verkniipfen.
Damit lassen sich die Zp berechnen und die Abfrage von deren Mittelwert und
Varianz geniigen, um die t-Statistik direkt zu berechnen. In einer Datenbank mit
einem Index fiir Station und Tag lassen sich diese Abfragen in o(n) Zeit direkt
in SQL durchfithren. Bei dem Wilcoxon Vorzeichnen Rank Test wird das deut-
lich zeitaufwendiger, da zunéchst die Sortierreihenfolge der Zp berechnet werden
muf.

Diese einfache Berechenbarkeit liegt in dem Aufbau der zu berechnenden Sta-
tistiken aus Mittelwerten und empirischen Varianzen von Attributen von inner-
halb der relationalen Algebra berechenbaren Relationen.



2 Varianz raumlicher zeitlicher Mittelwerte

Im Fall der Schwefeldioxidkonzentrationen ist die Annahme rdumlich und zeit-
lich unabhéngiger Beobachtungen allerdings nicht realistisch. Nahe Stationen
werden nicht nur dhnliche Melwerte aufweisen, sondern werden sich auch von
Jahr zu Jahr gleichsinnig verdndern, da die Verschmutzungen ja auch gleiche Ur-
sachen haben wird, die sich eigentlich verdndern. Auch die Abhéngigkeit vom
Tag im Jahr ist wohl nur eine mittelbare, da der Sonnenstand das Wetter zwar
beeinflufit, aber nicht bestimmt. Es ist also davon auszugehen, dafl die Mef-
werte naher Stationen eine positive Kovarianz aufweisen. Ebenso sollten Mes-
sungen mit geringem zeitlichen Abstand als abhéngig angesehen werden, da sie
aus der gleichen Wetterlage entstehen. Somit sind fast alle Beobachtungspaa-
re als wechselseitig stochastisch abhéngig anzusehen. [Boogaart 2002] zeigt, dafl
in Féllen abhéngiger Daten &%D die Varianz von Zp stark unterschitzt. Damit
wiirde die t-Statistik auch im Falle im Mittel gleich gebliebener Schadstoffbela-
stungen grofle Werte bekommen und zur félschlichen Ablehnung der Hypothese
unverdnderter Schadstoffbelastungen fiithren. In [Boogaart 2002] wird ein alter-
nativer erwartungstreuer Schitzer 67 , fiir die Varianz des Mittelwertes ange-
boten, der auch im Falle abhéingiger Daten die wahre Varianz im Mittel trifft
bleibt. Das s steht fiir spatial dependence (rdumliche Abhéngigkeit). Er funktio-
niert aber auch fiir zeitliche Abhéngigkeiten und basiert auf der Kenntnis einer
Menge N C {((i,t),(4,s)) 14,5 =1,...,32,t,s = 210,...,315} (fiir Nachbarn)
der stochastisch unabhéngigen Beobachtungspaare Zp(x;,t), Zp(x;, s):

. - 1
O'iZD :Zl2)_ W Z ZD(Xi,t)ZD(Xj,S)
| Vel ((i,),(4,8))EN©

Die Erwartungstreue dieses Schétzers unter der Annahme, das sich nichts veréndert
hat (also E[Zp(x;,t)] = 0= E[Zp]. schnell gezeigt:

B, = HZ)-on Y ElZot)Zpbx.s)] ()
|N ’ ((3,8),(4,8))EN©
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In Zeile 4 nutzt man hier die Unabhéngigkeit von Zp(x;,t) und Zp(x;, s). Néhere
Untersuchungen finden sich in [Boogaart 2002]. Wie man klar sehen kann benétigt
man jetzt eine viel groflere Summe, nédmlich iiber alle unkorrelierten Paare. Ob
ein Paar unkorreliert ist entscheidet man aufgrund der raumlichen und zeitlichen



Entfernung. Um die Reichweite der rdumliche und zeitliche Abhéngigkeit zu be-
stimmen kann man zum Beispiel Methoden der Variographie benutzen, wie sie in
2.B. in [Cressie 1993] erldutert wird oder auf fachwissenschaftliche Uberlegungen
zuriickgreifen. Dieser Beweis ist aulerdem vollig unabhéngig von irgendwelchen
Uberlegungen der identischen Verteilung der Zp und erlaubt somit verschiedene
Streuungen an verschiedenen Stationen.

3 Die zur Berechnung notwendigen Datenban-
kabfragen

Man erkennt leicht, daff man in dieser Formel Summen iiber sehr viele Paare
benotigt. Die Anzahl von Paaren liegt hier in der Gréflenordnung n?. Bei einem
Zugriff auf eine Datenbank kann das iiber ein dufleres Join realisiert werden, von
dem dann ein grofler Teil aufgrund der aus den Koordinatenwerten berechneten
Entfernungen selektiert wird und dann die Summe {iber die Produkte gebildet
wird. In Bezug auf die Rechenzeit scheint es lediglich sehr besorgniserregend, dafl
dieses duflere Join tatséchlich zwar nicht im Speicher, aber doch in Rechenzeit
realisiert werden muf3, da tatsichlich jedes Entfernung berechnet und jedes in
der Summe vorhandenen Produkt berechnet werden mufl. Daher kann die nicht
im Rahmen der relationale Algebra automatische vereinfacht werden. Wahrend
wir im Falle unabhéngiger Daten die Varianz praktisch durch eine einzige schnelle
SQL Abfrage geliefert bekommen muf fiir die Abfrage der Varianz bei abhéngigen
GroBen eine extrem zeitaufwendige Abfrage gestartet werden.

4 Algorithmen zur schnellen Berechnung

Um diese Abfragen zu beschleunigen bendétigen wir spezielle Algorithmen. Die
schnelle Aufzéhlung naher Ort in der hat wohl schon Aufnahme in die Geoin-
formatik und Computergeometrie gefunden, so dal Ortsmengen, die sicher nahe
oder sicher ferne sind z.B.Uber Quadtreezerlegungen schnell gefunden werden
kénnen. Um das Ausnutzen zu kénnen benétigt man eine einfache Identitét, die
fiir jede Paarmenge M C A x B gilt:

S ot £ o= (Za) (4]
(i,5)eM (i,j)eMC €A jEB
Die rechte Seite kann dabei immer in o(—A—+—B—) Zeit berechnet werden,
wéahrend auf der anderen Seite des Gleichheitszeichen eine naive Implementierung
zumindest eine der beiden Summen immer o(|A||B|) benotigt. Falls es eine der
beiden Summen schnell in o(—A—+—B—) berechnet werden kann, sollte diese
verwendet werden und die andere daraus berechnet werden. Wie aber kann man
mit Féllen umgehen in den beide Summen o(|A||B]) viele Summanden besitzen?
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5 Zusammenfassung

Réaumliche statistische Abhéngigkeit ist ein zentrales Problem in der statistischen
Auswertung von Daten, wie sie typischerweise in Raumbezogenen Datenbanksy-
stemen gespeichert werden. Selbst einfache Abfragen, wie etwa das schitzen der
Stichprobenvarianz oder der Varianz des Mittelwertes erfordern Aufwendige Ab-
fragen der Datenbank, die iiber die statistische Standardfunktionalitiat von SQL
hinausreichen. Dariiber hinaus ist eine schnelle Algorithmische Abarbeitung der
notwendigen Abfragen nicht garantiert und erfordert selbst dann vom Nutzer
die Entscheidung, welche Abfrage er verwenden sollte um die Antwort in nicht
quadratischer Zeit zu erhalten. Ein effizienter Einsatz von Statistik in Umweltda-
tenbanken ist nur moglich, wenn sich Statistiken von fundamentaler Bedeutung
auch in einfacher Weise und verniinftigen Rechenzeiten berechnen lassen.
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